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論自然界における様々な生き物の形は,成長を規則的としていなくても,
結果として成長の中で数学的な規則性を保持していることがある。その
規則性は人工的に考えられたものよりも,数学的に考察しやすい規則性
であつたりする。ただ単純に貝の形や,花びらの並び方などを眺めてい
るだけでは気づかないが,数学的な規則性という着眼点を持って観察す
れば,違う観点からの生き物の美しさに気づくことができる。そのよう
なものの一つが本論文で取り上げる螺旋である。
螺旋は,自然界の現象の中に多く現れているが,本論文ではそれだけ
でなく,数学的な意味で人工的に創り出されたものも含む螺旋とよばれ
るものを取り扱う。様々な文献で螺旋の性質や自然界に現れる螺旋の規
則性などが取り上げられているが,螺旋のみを扱つて,まとめて書かれ
ている文献を見つけることができなかった。アルキメデス螺旋に見られ
るように, 自然界に現れたり,人工的に創られたりしている螺旋につい
ては,古代から研究されてはいるものの,それに特化している文献がな
いことに筆者は疑間を感じていた。そのことが,大学院で螺旋を研究し,
修士論文でまとめてみようと思った理由である。
筆者は小学校教員になる予定であり,算数・数学を身近なものと結び
つけて理解し,指導する力が必要であると考えている。そのような観点
から,算数・数学の身近なものを与える教材として螺旋の性質について
まとめることを本論文のねらいとした。
以下,論文の構成について述べる。
構成に入る前に,本論文では集合論における基本的な概念や性質につ
いては既知のものとしていることを断っておく。特に,内田伏一 [」の前
半で扱われている近傍,連続写像,同相写像等の概念は定義なしに用い
ることにする。
第1章「平面曲線の基本的性質」では,平面曲線の基本的な性質として,
曲線の特徴や性質,定理について取り上げる。平面上の螺旋は平面曲線と
2して考えられるので,ここで扱われる道具が後の章での螺旋の解析に用い
られる。第1節では,本論文で主として扱う正則平面曲線を定義し,写像
のタイプをその微分の情報から与える逆関数定理,陰関数定理について取
り上げる。また,弧長とよばれる曲線の長さを定義している。第2節では,
単位速度曲線における単位接ベクトル,単位法線ベクトルを与え,これら
を用いて曲線の曲率や曲率円,そしてフルネの公式を与えている。また,
接触の定義を用いて曲線における曲率円の特徴や,2つの曲線が1次(ま
たは2次)の接触をするための必要十分条件,接触の次数は座標変換で変
わらないことを示している。第3節では,まずE G Rees1111をもとに,平
面の等長変換に関する用語や基本的性質を復習している。そして,正格等
長変換を用いて,曲線の分類と曲線論の基本定理を述べている。次に,閉
曲線の概念から卵形線を取り上げ,卵形線の4頂点定理を述べている。第
4節では,第2節で定義した単位速度曲線の単位接ベクトル,単位法線ベ
クトルの概念を,単位速度曲線とは限らない一般の正則曲線についても定
義し,曲率と曲率円も定義している。そして,後の章で扱う一般の正則曲
線に対する曲率の計算公式を,」W Bruce,P J Glblln Fl,J W Rutter[1司
を参考に述べている。また,曲率の導関数から螺旋の定義を与えている.
第2章「対数螺旋」では,自然界の現象に現れるほとんどの螺旋が対数
螺旋であることから,古くから多くの研究がなされており,この章ではそ
れらについて紹介する。第1節では,まず:対数螺旋の定義を述べ,対数
螺旋は等角螺旋 ともよばれる理由について考察し,後のグノモンでも触
れている対数螺旋の自己相似性について取り上げている。そして,第1章
第4節で与えた,曲率の導関数からの螺旋の定義を用いて,対数螺旋が螺
旋かどうかを判定している。次に,対数螺旋の持つ微分幾何学的性質につ
いて取り上げ,自ら証明を与えた。第2節では,D'Arcy Thompson[1劉
で述べられているグノモンについて取り上げている。グノモンは対数螺
旋と関連のある概念で, 自己相似性を通してその関連性について解説し
ている。また,11鋼の中で扱われている例や考察をまとめるとともに,対
数螺旋が現実世界に現れる例についてもまとめている。
第3章「その他の螺旋」では,対数螺旋以外の重要な螺旋を取り上げ
ている。第1節ではアルキメデス螺旋,第2節では双曲螺旋,第3節では
フェルマー螺旋を取り上げている。それぞれの節で,螺旋の定義を与え
てから,曲率の導関数から螺旋の定義を判定している。また,それぞれ
の螺旋に対して述べられている性質に関して, 自ら証明を与えた。螺旋
の現れる例があるものについては,例も取り上げている。第4節では平
3面曲線ではないが螺旋と同じように渦を巻 く空間曲線 として,つるまき
線を取 り上げている。
第4章「螺旋の大域的性質」では,螺旋の微分幾何学的性質とその性
質を応用した定理を述べている。第 1節では,螺旋状の道路があると仮
定して,その道路を車の運転に例えるとどのように考えられるか,また
その考えを数学的に定式化するとどうなるのかを考察している。そして,
メビウス変換によって螺旋は螺旋へとうつされることを示すために,メ
ビウス変換を構成する基本変換を考察し,メビウス変換によって円が円
にうつされることを考えている。第2節では,第1章第3節で示している
卵形線に対する4頂点定理定理に,螺旋の性質を利用して,卵形線とは
限らない単純閉曲線に対する4頂点定理の証明を述べている。
第5章「螺旋の局所分類」では,S Kolb,L Paunescu p],[lq,S Kolke,
L L6 Lol,L Paunescu,M Shlota plの中で導入された集合芽の接方向
的性質を用いて,螺旋の局所分類を与えている。第1節では,まず螺旋を
局所的に考える上で必要になる芽の概念を与え,方向集合の定義を与え
ている。例 として対数螺旋,双曲螺旋,アルキメデス螺旋の方向集合に
ついて考察している。次に,条件(SSP)を定義し,双曲螺旋が条件 (SSP)
を満たすことを,μqで取り上げられている間接的な証明とは別に,直接
的な証明を与えている。第2節では,螺旋の局所分類を考えるために局
所的性質に合った螺旋の定義とリプシッツ特性の定義を与えている。そ
して,対数螺旋はリプシッツ同相写像を誘導することを示している。第3
節では,前節までに述べた定義を用いて螺旋の局所分類の定理を与えて
いる。また,実際にそれぞれの螺旋がどのように分類されるかを考察し
ている。
最後になりましたが,本研究を進めるにあたって,学部時代に数学科
を卒業していない筆者に,一から丁寧に手厚 くご指導頂いた小池敏司先
生に心より感謝申し上げます。多くの助言をしていただいた数学の多く
の素敵な先生方に深 く感謝申し上げます。
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第1章 平面曲線の基本的性質
本章では平面での曲線の基本的な性質として,曲線の特徴や性質,曲
線に関する基本定理と4頂点定理,曲線の曲率について述べる。
1。1 曲線とは何か
最初に,曲線の特徴や性質を調べる上での道具となる逆関数定理・陰
関数定理について述べる。
定理 1。1。1(逆関数定理)(1)点αを含む数直線の開区間上で定義された
θ∞級関数∫(%)が∫′(α)≠0を満たすならば,∫(α)を含む区間で定義さ
れた0∞級関数θ(ν)でg(∫(π))=Z,∫(g(ν))=νを満たすものがただ一
つ存在する。さらに,θの導関数ノは
1
g′(ν)=∫′(θ(ν))
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定理 1.1.2(陰関数定理)R2の点P=(Pl,p2)を含む領域D上で定義さ
れたθ∞級関数 F(πl,Z2)が
・ 0=Q轟ば)≠0
を満たしているならば,(Pl∈R)のある近傍びで定義されたσ∞級関数
∫が存在して,
F(χl,∫(Zl))=0(″1/2)∈1/
を満たす。さらに点Pの十分小さい近傍では,F(χlメ2)=0を満たす点
(■1,″2)はπ2=∫(“1)を満たすものに限る。
ここでは逆関数定理,陰関数定理の証明は省略する。逆関数定理の証
明については松本幸夫卜],陰関数定理の証明については野口広,福田拓
生降]または卜]を参照せよ。
θ∞級2変数関数F(χ,ν)を用いて,F(・,ν)=0と陰関数で表示されて
いる図形を考える。この図形上の点(■0,νo)C("o,ν)=0を満たす点)に
おいて, らしぃνめ=舒0ぃνめ≠0
が成り立っているならば,陰関数定理112より, この図形は(■0,νo)の
近くで自己交叉を持たず,ν=∫(″)のグラフで表すことができる。
開区間f上で定義されたθ∞級写像γ 」→ R2,γ(ι)=(γl(ι),第(ι))を
滑らかな平面曲線という。このとき,変数tを曲線γのパラメータという。
定義 1.1.3γ」→R2を曲線とする。このとき,任意のt∈Jに対し
γ′(ι)=(%′(ι),ν′(ι))≠(0,0)
となるとき,γを」上の正則曲線という。
本修士論文では主として滑らかな正則平面曲線のみを扱うので,断ら
ない限り,曲線といえば滑らかな正則平面曲線を表すことにする。
定義 1.1.4γ I→R2を滑らかな平面曲線とする。曲線γに対するパラ
メータ変換とは,次を満たすθ∞級写像ι 」→ I(ただし,Jは開区間)
のことである。
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(1)任意の色∈Jに対しι′(鶴)≠0が成 り立つ。
(2)tは全射である。
このとき,δ(し)=γ(ι(υ))によって定義された曲線δ 」→ R2をパラメー
タ変換tによってγから得られた曲線という。
逆関数定理 111(1)より,パラメータ変換は微分同相写像,すなわち,
ιは全単射,t,「1はθ∞級であることがわかる。
次に,曲線の長さを定義しよう。曲線γ(ι)についてιから微小な量△ι
だけ変化したとき,対応する曲線の微小部分の長さはγ(ι)とγ(ι十△(ι))
の距離
lγ(ι十△ι)一γ(ι)|
におよそ等しい。ここで″(ι),ν(ι)の変化量を
△Z=″(ι十△t)一″(ι), △ν=ν(t十△t)一ν(ι)
とおくと,
lγ(ι十△ι)―γ(ι)|=ャ/(△″)2+(△ν)2
となる。この区間全体での総和をとると,求める長さとなる。従つて,曲
線の弧長 (長さ)を次のように定義する。
定義 1。1.5パラメータ表示された曲線γ(t)=(″(ι),ν(ι))(α≦ι≦b)の
曲線の 弧長を
L(γ)=ノ∫、||(1#)2+(1等)2洗=ノ∫ν/(“′)2+(ν′)2 (111)
で定義する。
命題 1.1.6曲線の弧長は曲線のパラメータ表示の取り方によらない。
証明 ι 降,司→レ,司をパラメータ変換とし,t=ι(し)とする。
△ι
(各 )2+ (各)2
=ノ
ibγ(雀:)2+(後1)2
Ⅱ=∫lγ(劣)2+c努)2αt,
ご鶴
第1章 平面曲線の基本的性質
とおく。
合成関数の微分法則より,劣=争 洗,劣=窃 洗 となるので,
Ⅱ=ノ
Iャ
||(害;:)2+(解;:)2αし
=/a〈
((争)2+(各)2)(幾)2 
αυ
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曲線
□
式(111)の被積分関数は速度ベクトルγ′の大きさ|ダ|に等しいから,
殉 =IbrO口t  ll 1 21
と書き直すことができる。とくにν=∫(″)(α≦χ≦b)のグラフはγ(ι)=
(t,∫(ι))とパラメータ表示されるので,式(112)は
L(γ)=Ibvttαι
となる。
また,平面の極座標 (r,θ)においてrがθの関数としてr=γ(θ)と表さ
れているとき,対応する点の軌跡は曲線を表す。これを曲線の極座標表
示という。γ=r(θ)(α≦θ≦b)で与えられる曲線は
γ(θ)=(γ(θ)COS θ,γ(θ)sln θ)
とパラメータ表示されるから,その曲線の長さは
L(γ)=ノib
と表すことができる。
αθ
(%)2
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1.2 曲率とフルネの公式
前節で定義した弧長を用いて,始点からの曲線の長さをパラメータと
すると曲線のパラメータ表示が,以下のように得られる.
パラメータ表示された曲線γ(ι)(α≦ι≦b)に対して,
(121)
によつてγ(ι)の区間レ,」に対応する部分の弧長が与えられる。式(121)
を微分してγ′≠0に注意すれば,
霧判側 |   ←2の
となる。よつて,区間レ,切間の曲線γ(ι)の弧長を:とすると,s(ι)は閉区間
レ,切からp,司への狭義単調増加関数なので,逆関数ι=ι(s)Ю,司→レ,切
が存在する。逆関数定理111よりこの逆関数ι(s)もsで微分可能である
からこれを用いて,
γ(S)=γ(t(S))(0≦S≦1) (123)
のように曲線を新しいパラメータsで表すことができる。このsを曲線の
弧長パラメータという。
1曲線は単位速度曲線に命題 1。2.1弧長パラメータを用いることにより,
なる。
証明 曲線をγ(ι),弧長パラメータをsとする。式(123)を微分すると
合成関数の微分法則と式(122)より,
αγ   αγ  αι    γ′(ι)γ(S)=冨=而冨=再で)|
(ただし はSでの微分, ′ はιでの微分 とする)
となるので lγ(s)|=1であること,すなわち弧長パラメータ曲線の速さ
(曲線の速度ベクトルの大きさ)は常に1であることがわかる。よつて弧
長パラメータを用いることにより曲線は単位速度曲線 となる。
□
銅 =ItrOい
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以下,曲線γに対してパラメータsを用いるときは,断らない限り,弧
長パラメータを用いていることにする。従つて,曲線γ(s)は単位速度曲
線である。
定義 1。2.2弧長をパラメータとして曲線 γ(s)=(″(S),ν(S))と表示する
とき,γ(S)における曲線γの単位接ベクトルを
L(S)=γ(S)=(χ(S),ν(S))      (124)
と定義する。さらに,L(s)に直交し,L(s)の方向に対して反時計周りに
90°回転したベクトル
n(S)=(一ν S),"(S))          (125)
を,曲線上の点γ(s)における曲線γの単位法線ベクトルとよぶ。
いまγ(s)=(π(S),ν(S))を弧長パラメータによる曲線のパラメータ表示
とすると,速度ベクトルγ(s)について
γ(S)γ(S)=lγ(S)12=1      (126)
である。ここでγ γはγとγの内積を表す。 式(126)の両辺をsで微分
すると
発は→71Sll=個《⇒+《⇒ズ⇒
=2γ(s)・γ(S)
=0
となるので,加速度ベクトルγ(s)はγ(S)=L(S)に直行する。このこと
は,γ(S)が単位法線ベクトルn(s)の実数倍であることを意味する。以上
より曲線の曲率は次のように定義する.
定義 1.2.3曲線γ(s)の曲率を,加速度ベクトル
γ(S)=κ(S)ln(S)
の比例定数κ(s)として定義する。曲率はパラメータsの値ごとに決まる値
であるからsの関数と見なせるので,κ(s)を曲率関数ということもある。
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n(S) L(S)=γ(S)
、∪VノCC        121κ>0のとき
図11曲率の符号と曲線の曲がり具合
121κ>0のとき
[1lκ<0のとき
図12曲率の符号と曲率円
S)=γ(S)
S)=γ(S)
)nC)=γ(S)
κO)nO)
[1lκ<0のとき
ι(S)=γ(S)
おnO)
おTO)
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上の定義より,曲率と接ベクトルの変化率の間には関係がある。このこ
とより,曲率の符号の情報から曲線の曲がり具合がわかる。(図1.1参照)
次に,曲線上のある点の近 くで, この曲線を最もよく近似する円の概
念を考える。
定義 1。2.4曲線上の点γ(s)における曲線の曲率がκ(s)≠0とする。この
ときγ(S)で曲線に接する半径 需齢 の円を曲線の進行方向の左側と右側に
1つずつおくことができる。κ(s)>0のときは曲線の進行方向に向かって
左側の円を,κ(s)<0のときは右側の円を曲線のγ(s)における曲率円と
よぶ。このとき,半径 需断 を曲率半径とよび,曲率円の中心の位置ベク
ト,レは γO+鳥n0
で与えられる。この点を曲率中心 とよぶ。(図12参照)
単位接ベクトル と単位法線ベクトルの導関数をもとの単位接ベクトル
と単位法線ベクトルで表すのがフルネの公式である。
定理 1.2.5(フルネの公式)パラメータ表示された単位速度曲線 γ(s)=
(χ(S),ν(S))について,
12
ι(5)=κ(S)n(5), n(S)=―κ(S)L(S)
が成 り立つ。
証明 定義123とn(s)=(―ν S),″(S))より
γ(S)=κ(S)n(S)
=κ(S)(―ν(5),"(S))
=(―κ(S)ν(S),κ(S)χ(S))
である。また, γ(s)=(∬S),ν(S))なので
(・(S),ν(χ))=(―κ(S)ν(5),κ(S)%(S))
(127)
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と表せる。従つて,ι(S)=γ(S)=(Z(S),ν(S )より
ι(S)=γ(S)=("(S),ν))
=(―κ(S)ν(S),κ(S)Z(S))
=κ(S)(―ν(S),″(S))
=κ(S)n(s)
n(S)=(―ν(S),π(S))
=(―κ(S)χ(S),一κ(S)ν(S))
=―κ(S)(・S),ν(S))
=―κ(S)ι(S)
を得る。                       □
曲率中心の軌跡を曲線 γの縮閉線 とよぶ.これはγの法線族の包絡線
として定義される(F]参照)。
定義 1.2.62つの曲線γl(ι)と能0)が点Pで1次の接触をするとは,2
曲線がともに点Pを通 り,その点における接線と進行方向を共有するこ
とである。このときPを原点とし,進行方向にz軸,左向き法線方向に
ν軸をとれば,γl(ι)および第(Z)はそれぞれ関数ν=∫(π),y=θ(“)の
グラフで表すことができ,
即)=ク(0)=0,%(0)=傷0)=0
が成 り立つ。さらに,一般に
多0=弊0,,寡0=弊0
が成 り立つとき,2つの曲線はPでn次の接触をするという。
定義126よりπ >η≧1に対し鶴次の接触をするものはη次の接触
もするとよんでいることに注意する。
定理 1.2.7曲線γ(ι)上の1点γ(tO)における曲率円は,その曲線に点γ(ιO)
において2次の接触をする。逆に点γ(ιO)で曲線に2次接触をする円は曲
率円に限る。
?
?
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証明 γ(tO)において,接触の定義を用いた座標系 (",ν)により,曲線を
関数のグラフν=∫(π)で表すと,
∫(0)=0, ノ′(0)=0
である。
一方,ν=∫(″)の曲率の式は,後に述べる系143より,κ=馘
である.ゆえにκ(ιO)=∫″(0)となる。∫(")のχ=0でのテイラー 展開を
考えると,
八→=ズの十六の″十響ノ十∝め
=写ノ+∝め
と表すことができる。ただし,ο("2)はランダウの記号である。すなわち,
正の定数Pに対し,hmα→09=0が成り立つとき,bし)=ο(τp)(τ→①
とかく。ここでκ(ιo)=0のときとκ(ιo)≠0のときで場合分けをする。
(1)κ(ιo)=0のとき∫(″)のグラフがχ軸と2次の接触をすることは同値
なので曲率円は無限大の半径を持つ円,すなわちχ軸に限る。
(11)κ(ιo)≠0のとき,κ(to)<0のときも同様なのでκ(ιO)>0とする。曲
線に接する半径αの円はν=α―ν乞2_z2とかけ
?〓?
?
??
_ν′α2_″2ょりν(0)=0
=写砺ヂ≡可戸より真の=0ν′=2～/α2_″2
ノ=満 よ吻η =:
と計算される。ゆえに円とγが2次の接触をするための必要十分条件は
κ(ιo)=:である。従って,接触する円の半径はα=π齢 と一意に定ま
る。つまり,円が曲線と2次の接触をするための必要十分条件は曲率円
であることがわかる。
□
命題 1.2.82つの曲線 γl(ι),第(Z)が点Pにおいて1次(2次)の接触をす
るための必要十分条件は,能のパラメータをうまく選べばt=ιO,色=υ0
15第 1章 平面曲線の基本的性質
において ηO=預り=二争0=難
;(2次の接触の場合はさらに等渉←め=手渉←
が成 り立つようにできることである。
証明 まず,必要性を示す。
,能がP=0(R2の原点)として点Pにおいて1次の接触簡単のためγl‐
接触の定義のときのように,γl(%)=(″,∫(・)),能(″)=をしたとする。
(・,θ(χ))と表すと定義126より
∫(0)=g(0),勇(0)=傷(0)
と表せる。 このとき
次に十分性を示す.
範(ι)=("(ι),ν(ι)),能(Z)=(■(し),ク(Z))とおき上と同様に,それぞれを
ν=∫(χ),ν=θ(∬)で表しておく。ν=∫(“(t)),夕(し)=gけ0))が成り
立つから,合成関数の微分法則より,
イ   げ  αι   ν′ αg   αg αlじι  タノ
αχ=扇扇 =フ'扇=扇I扇=フ
なので
?
??
?
?
〓
?
??
?〓??
?
?）
?
，
?
〓
?
?
?
?
?
????
?
??
?
〓
?
?
?
?
?
?
??
????????
?
?
?
、???
??
??
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
〓
?
?
?
〓
〓
?
?
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同様にして
α2g  発′ク″一カ″グ
ご"2      ■
′3
とかける。
γl(ιo)=能(ιo),γl(ιo)=t(υo),(γr(ιO)=《(lo))
なのでP=0としておくと
(0,ν(0))=(0,9(0))   ゆえにν(0)=ク(0)
(χ
′
(0),ν
′
(0))=(奎
′
(0),J′(0)) ゆえに″′(0)=力′(0),ν′(0)=クノ(0)
((χ
″
(0),ν
″
(0))=(■
ノ′
(0),ク
〃(0)) ゆえにz″(0)=力″(0),ν″(0)=ク″(0))
となる。以上より
∫0=θO,勇0=傷0,(寡0=弊0)
となるので十分性も成 り立つ。                 □
命題 1.2.9開集合D⊂R2からψ(D)⊂R2への微分同相写像 ψが与え
られているとする。このとき,D内の2つの曲線γl(ι)と能(ι)がDの点
Pで1次(2次)の接触をするための必要十分条件は,71(ι)=ψ O γl(ι)と
%(し)=ψO飽し)が点ψ(P)で1次(2次)の接触をすることである。
証明 まず,十分性を示す。写像ψをψ(χ,ν)=(ξ(″,ν),η(Z,ν))とかい
ておく。領域D内の曲線γ(t)=(χ(t),ν(t))に対して
予(ι)=ψOγ(ι)=(ξ(χ(ι),ν(ι)),η("(t),ν(ι)))
第1章 平面曲線の基本的性質
とおくと,合成関数の微分法則より,
17
?
??
?
??
?
?〓
?
?
?
?
?
?
窃 =a″
′十もν′
=ηω″′+Ъν′
=携
(新 )
=携(%争十%解)
=:争
(争)2+荒害解+:'弊
十弊鰐)2+競解害十%・1努
=aノ2+26νz′ν′+aZ〃十もνν′2+もν″
==ηωαノ2+2ηαγzノν
′
+97″∬″~+77tJυν
′2_十
ηυν
″
?
?
を得る。γlと能が点Pで1次の接触をしたとすると,命題128より
γl(lo)=t(Oo)となる。従つて"1(ιo)=″ち(υo),νl(to)=ν
'(Zo)と
なるの
で,7~71(ιO)=抒′2(υO)を得る。よつて,～1と物はψ(P)で1次の接触を
する。
次に必要性を示す。■(ι)=ψ O γl(ι)と%(υ)=ψO能(し)において
予1をγlに,物を能に,ψをψlに置き換えると,%=ψ~10ψO%=
ψ10t(0=1,2)より従う。
2次の接触についても同様に示される。              □
1.3 曲線論の基本定理と4頂点定理
最初に,E G Rees[11をもとに,平面の等長変換に関する用語や基本
的性質を復習する。一般に距離空間の部分空間上の等長変換 とは,距離
を変えない上への写像のことである。平面R2上の等長変換の場合には,
自動的に上への写像となるので,距離を変えない写像 として定義される。
R2上の等長変換は平行移動と直交変換の合成で表されることが知られて
いる。このとき,直交変換を表現する直交行列の行列式が正 (負)のとき
等長変換は,正格 (変格)とよばれる。従つて,正格等長変換は平行移動
と回転の合成で表される変換 と言つてよい。
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定理 1.3.1パラメータの範囲が同じ単位速度曲線の正格等長変換による
分類は,曲率によって完全に与えられる。
証明 曲線γlに回転をほどこして物が得られたとする。ここで曲線の接
線を″軸,法線をν軸とすると,回転と平行移動の合成は,π軸とν軸の
向きに影響を与えない。
笥の曲率円の に正格等長変換を施して得られる円をの とする。定理
127よりγlの曲率円の はγlに少なくとも2次の接触をしている。よつ
て,命題129より円の は能 に少なくとも2次の接触をしていることが
わかる。従つて,定理127よりの は能の曲率円である。
一方,回転と平行移動で円の大きさと回転方向は変わらないので,0
との の円の半径は同じで,■,飽からの,の上に誘導される向きは同
じなので,能の曲率はγlの曲率と一致する。          □
与えられた曲率をもつ曲線は,存在すれば一意的であることは定理131
からわかる。ここで,ある滑らかな関数が与えられたとき,その関数を
曲率とする曲線はいつでも存在するのかを考える。
定理 1.3.2(曲線論の基本定理)区間0≦s≦Jで定義された滑らかな関
数κ(s)(0≦S ι)に対して,sを弧長としκ(s)を曲率とする平面曲線
γ(S)(0≦S ι)が存在する。さらに, このような曲線は正格等長変換で
写り合うものを除いてただ一つである。
証明 定理131よリパラメータの範囲が同じ単位速度曲線の正格等長変
換による分類は曲率により与えられるので,一意性は明らかである。
次に存在性を示す。
と:6け}ゴ,
?
?
?
?
?
?
―
?
?
????
?
?
?
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となるのでsはγ(s)の弧長パラメータである。
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また,lcoSl∬<00,鈍<∬く00)はγ
ι(s)である。ここで∬κ(し)αZ=θ(S)とすると
19
のsでの単位接ベク トル
????〓?
?
?
?
?
??
?
?
?
?
↑
?
??
?
??。
?
?
?
↑
??
?
?
?
?
〓
??
?
??
(*)
となるので,θ(s)はγのsでの曲率であり,(*)よりこれは与えられた関
数κ(s)である。                   □
1周して元に戻る曲線を開曲線という。長さ:の閉曲線がγ(s)(0≦S J)
と表示されているとき,「閉曲線である」という条件は,s=0とs=ιに
おいてrの任意次数の導関数が一致していることである。すなわち
ズの=γ101,s雪Oγ°0=s摯Oγ00 C=1,2,3,。)
が成り立つことである。このとき,γ R→R2,た∈zとし,7(s+たι)=γ(S)
と定めることによりγはR全体で定義された周期 :の滑らかな関数に拡
張することができる。さらに,曲率κ(s)もR全体で定義された周期 ιの
関数とみなすことができる。
自分自身と交叉しない閉曲線を単純閉曲線という。単純閉曲線上の任
意の2点を結ぶ線分が曲線の外部の点を含まないとき,その曲線を卵形
線という。例えば円や楕円は卵形線である。曲率が符号を変えない閉曲
線は卵形線であることが知られている。(第4章の定理421参照)
図13卵形線 図 14リロ形線でない単純閉曲線
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定義 1.3.3-般に曲線の曲率 κ(s)が極大値または極小値をとる点を頂
点という。
閉曲線は周期関数としてみなせるので,その1周期の中に少なくとも
2つの頂点を持つ。また,周期関数が1周期において極大値をとる個数と
極小値をとる個数は,それらが有限個であれば等しいから,一般に閉曲
線は偶数個の頂点を持つ。
卵形線については以下の定理が成 り立つ。
定理 1。3.4(卵形線の4頂点定理)円でない卵形線には少なくとも4個の
頂点が存在する。
証明 背理法により証明する。以下,頂点が2個であると仮定する.閉
曲線がγ(s)(0≦S≦ι)と表示されているとする。2つの頂点をγ(0),
γ(υ)(0<υ<:)とし,さらに曲率κ(s)はS=0で最大値,s=υで最小値
をとるとしても一般性を失わない。すると,区間Ю,司ではκ(S)≧0とな
る。とくにκ(s)が恒等的に0ならばκ(s)は定数である。そのような閉曲
線は円となり仮定に反する。したがってκ(s)は恒等的に0ではない.い
ま,2点γ(0)とγ(υ)を結ぶ直線の方程式を
αz+bν+c=0(α,b,Cは定数)     (131)
とおくと, この直線はγ(0)とγ(υ)の間で卵形線の内部にならなければ
ならないから,γ(s)=("(S),ν)は式 (131)の直線で2分され,0≦
s≦υで一方の側,υ≦ s≦ιで反対倶1にあることがわかる。よつて
α″(S)十bν(S)+Cは2つの区間Ю,」とレ,司では異なる符号をとる.以上
より,κ(s)(α″(S)+bν(S)+C)は0≦S≦ιで符号を変えず,また恒等的
に0にはならないから,積分
」=ガtlSll粥0+頃→十のお
は 0に な ら な い 。 一 方 ,部 分 積 分 と
“
(s)=一 κ (S)ν(S),ν(S)=κ (S)π(S),
さらにκ(s),χ(S),ν(S),"(S),ν(S)は周期 ιの関数より,
?????
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となるので仮定に矛盾が生じた (上式の最後の結果は曲線が閉曲線である
ことによる)。 よつて円でない卵形線には少なくとも4個の頂点が存在す
る。
□
1。4 -般の正則曲線の曲率
パラメータが弧長とは限らない,一般の正則平面曲線γ 」→ R2に対
する単位接ベクトル,単位法線ベクトル,曲率を定義しよう。
定義 1。4。1区間」=レ,切とし,Sをγ(α)からのγ(b)の弧長関数とする。
命題121より。α=γo「1=γOιは,単位速度曲線になり,その単位
接ベクトルを1,単位法線ベクトルを品,曲率をたとする。
s∈∬におけるγの単位接ベクトルをL(s)=こ(t(S)),単位法線ベクト
ルをn(s)=品(t(S)),曲率をκ(s)=え(ι(S))で定義する。
定義124と同様にγ上の点sにおける曲率がκ(s)=え(ι(S))≠0とす
ると曲線γ(s)における曲率円が定まり,その半径は面論 と定義される。
このとき曲率円の曲率中心のベクトルはγ(s)+召翫n(S)で与えられる。
また単位速度曲線のときと同様に,曲線γに対しても縮閉線の概念が
定義されるし,η次の接触の概念も定義される。
次に,一般の正則曲線に対する曲率の計算公式を証明抜きで述べる。証
明についてはJ W Bruce,P」Glblln『1,J W Rutter μ制を参照せよ。
定理 1.4。2正則平面曲線γ(t)=(∬(ι),ν(ι))における曲率κ(ι)は次の式
を用いて与えられる。
det(γ′,γ
′
)~ lγ
′
13
″′ν
〃―
"〃
ν
′
κ(ι)=
(″
ノ2+ν′2)3
この定理の系として以下の計算公式を得る。
系 1.4.3グラフ表示された滑らかな曲線ν=∫(χ)の曲率κ(″)は
κO)=←+め:(ノ=島,υ″=夕)
である。
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系 1.4.4単位速度曲線γ(s)=(πS),ν(S))における曲率κ(s)は
κ(S)="(S)ν一・ (S)ν(S)
である。
系 1.4.5極座標表示された滑らかな曲線r(θ)の曲率κ(θ)は
κ(の=生嬌(筋)2_γ多|十
(第)2):
である。
系 1.4.6複素平面上の滑らかな曲線 z(ι)=χ(ι)+Oν(t)の曲率κ(t)は次
の式を用いて与えられる。
Om(Z′″)κ(ι)=―
lz′13
ここで曲率の導関数から螺旋を定義しよう。
定義 1.4.7曲率の導関数が0にならない曲線のことを螺旋とよぶ.その
うち,曲率が単調増加である曲線を正の螺旋,曲率が単調減少である曲
線を負の螺旋とよぶ.
本章に引き続 く次の2つの章で具体的な螺旋の例を述べることにする。
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第2章 対数螺旋
対数螺旋は,オウムガイなどの巻き貝の形状や台風の渦のような自然
界の現象に多 く現れることが知られている。従つて, この螺旋は多 くの
科学者の興味を引き,古くから様々な研究がなされている。第2章では,
その対数螺旋の種々の性質とそれを持つ意味について述べる。対数螺旋
の種々の性質やその意味について文献に記載はあつたが,その性質の証
明については見当たらなかったので,自分で考えてつけておいた。
2。1 対数螺旋
最初に定義を述べる。
定義 2。1。1極座標 (Ъθ)を用いて
r=αcbθ (α>0,b>0)
と表される螺旋を対数螺旋 (または等角螺旋)とよぶ.
12ザ
J∫
図21対数螺旋
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対数螺旋が等角螺旋ともよばれる理由は,次の命題の性質による。
命題 2.1。2対数螺旋とその中心から伸ばした半直線がなす角,すなわち
対数螺旋 と半直線 との交点における曲線の接線と半直線のなす角は一定
である。
証明 定義211より対数螺旋はr=αcbθと表せ,rをベクトルとして考
えると眸(θ)=("(θ),ν(θ))と表せる。このとき,
″(θ)=αθbθ Cos θ,ν(θ)=αθわθ Sln θ
より‖『(θ)‖=αebθとなる。次に〆(θ)を考える。〆(θ)=C(θ),ν′(θ))と表せるので,
χ′==αb♂θ COs θ一αcbθ sln θ, ν′=二αbebθ sln θ―αθbθ cos θ
より
‖眸′(θ)‖=ャ/′(″′(θ))2+(ν′θ))2
_ν α2′θbθ _卜α2cbθ
=αθbθyb2+1
となる。ここでP(θ)とr′(θ)のなす角を口とすると
くのぼ0)COS 9=Tttθ
)‖‖眸′(θ)‖
α2be2bθ
α2′bθへ/′b2+1
1
√ +1
であるので,tan 9=:となる。従つて,角′は一定の値 ψ=tan~1(:)
をとるので,対数螺旋 とその中心から伸ばした半直線がなす角は一定で
ある.
□
命題 2.1.3対数螺旋を極を中心に拡大して得られる曲線は,もとの螺旋
を極を中心に回転したものである。
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証明 もとの対数螺旋をr=αθとする。この螺旋をた倍 (ん>0)すると
γ=λαθとかける。b=logαたとおけばαb=たと表せる。よつて
たαθ=αbαθ=αθ+b
を得る。従つて,上の式はもとの対数螺旋のパラメータをθからθ+bに
取 り替えたものなので,対数螺旋を極を中心に拡大 して得 られる曲線は,
もとの螺旋を極を中心に回転 したものである.
□
注意 2.1.4上の命題より,対数螺旋は自己相似性を持つている。
螺旋は曲率の導関数を用いて定義されるので,対数螺旋の曲率の導関
数を調べることにする。
命題 2。1.5対数螺旋の曲率は
1
くの=
であり,曲率の導関数κ′(θ)は定符号で定義147の条件を満たしている。
証明 系145を用いるとκ(θ)=生≦土を築狙ょり対数螺旋の曲率
くの=
を得る。
次に曲率の導関数を考える。上記の曲率の式を微分すると
αb、/b2+_lcωκ′(θ)==―一てα～/′b2_卜lebθ)2
b
α
～
//b2+lebθ
を得る。これはθ=(一∞,∞)で常に負である。よつて曲率の導関数は定
符号である。
□
次に対数螺旋の持つ微分幾何学的性質を述べる。
第2章 対数螺旋                       26
命題 2.1.6任意の対数螺旋の曲率円の中心の軌跡 (縮閉線)は,対数螺旋
である。
証明 定義211より対数螺旋はγ(θ)=αθbθ と表せるので,対数螺旋の
第1次導関数と第2次導関数はそれぞれγ′(θ)=αbebθ,γ″(θ)=αb2cbθと
なる。γ(θ)をパラメータ表示するとr(θ)=(αθわ
θ COS θ,αθbθ sln θ)となるの
で,これを微分して
γ′(θ)=(αbCbθ COS θ_αcbθ sln θ,αbebθ sln θ+αθ
bθ COS θ)
を得る。よつて |ノ(θ)|=ν
′α2b2c2bθ+α2θ2bθ=αθbθν′b2+1ょり,対数螺
旋の単位接ベクトル L(θ)は
L(θ)=lr′
(θ)|
=(R )αθbθ～/′b2+1  '  αθbθνb2+1
=(    )
である。定義122,141より対数螺旋の単位法線ベクトル n(θ)は
くの=←    )
である。一方,系145より対数螺旋の曲率 κ(θ)は
α2θ2bθ+2α2b2c2bθ+2α2b2cαbθ_α2b2c2bθ
κ(θ)=
(α
2′bθ+α2b2c2bθ)3
α2♂bθ(1+b2)~α
3c3bθ(1+b2):
1~α
θbθャ/1+b2
である。ここで対数螺旋の曲率円の中心のベクトルをσ(θ)とすると,
σO=rO+潟n0
=(αθbθ COS θ,αebθ sln θ)+αθbθ(―bSln θ一COs θ,b cos θ―sln θ)
=αbcιθ(―sln θ,COs θ)
=励´θいω+レm<θ+卸
=励♂与計つ師ω十レm<θ十り
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を得る。ここでθ+3をθと取り替えたσ(θ)をδ(θ)とすると,
δ(θ)=αbC~与ebθ(cOS θ,Sln θ)
となるので,ケ(θ)を極座標表示すると
F(θ)=αbC~等θbθ
を得る。従つて,任意の対数螺旋の曲率円の中心の軌跡は対数螺旋であ
る。
□
命題218を示すために,正則曲線のペダル曲線を定義する。
定義 2.1.7γを」→ R2への正則曲線とする。γのペグル曲線とは
Ю =粽 ば0州―刺 州 X刊00
で与えられる曲線である。
lγ(t)ln(ι)|
図22ペダル曲線
命題 2.1.8対数螺旋のペダル曲線も対数螺旋である。
証明 定義211より対数螺旋はr=αθbθ と表せる。γ(θ)=(・(θ),ν(θ))
と表すと,χ(θ)=αCbθ COS θ,ν(θ)=αCbθ Sln θより
"′
(θ)=αbθbθ cos θ一αθbθ sln θ,ν
′
(θ)=αbθbθ sln θ+αθbθ COS θ
γ(ι)
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を得る。よつて
‖r′(θ)||
=αyb2+lθbθ            (211)
となる。
一方,定義217より,対数螺旋γのペダル曲線δ(θ)は
Ю =粽
『
0ズの一ズの動 ←弓くらくの
である。ここで,"′(θ)ν(θ)一“(θ)グ(θ)と(一ν
ノ
(t),"(ι))はそれぞれ
χ′(θ)ν(θ)一"(θ)ν
′
(θ)=(abθbθ COS θ一αebθ sln θ)αebθ sln θ
―αCbθ COS θ(αttbθ sln θ+αcbθ cos θ)
=_α2♂
bθ
28
(212)
(一ν
′
(ι),χ(ι))=(一αbebθ sln θ一αθ
bθ COS θ,αbebθ cos θ一αθ
bθ sln θ)(213)
となるので,式(211),(212),(213)を用いると
δ(θ)= α202+1》2bθ(~~α
2♂bθ
)(―
―αbebθ sln θ一αcbθ cos θ,αbebθ cos θ―αcbθ Sln θ)
=ら2+1(bSln θ tt cos θ,一b cos θ+sln θ)
=珈 Oαくθ十¨ い 0
=騰いい,岬の
(ただしCOS α=7≒7 Slnα=ν′b2+1)
となる。○=θ+αとおくと
D=辮い⑩
=講 師 ¨
を得る。ス=論 とおくと
δ(O)=ACb°(COS O,sln O)
=へ/α2b2e2bθ+α2c2bθ
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となるので, これを極座標表示すると
r(O)=ACb°
を得る。ゆえに,対数螺旋のペダル曲線も対数螺旋になる。
2。2 グノモン
生物の成長過程の中で対数螺旋が現れることは古くから知られている。
実際,100年程前に書かれた,D'Arcy Thompson口刻には,それらの関
連について,グノモンという用語を用いて詳しく述べられている。グノ
モンという用語 。概念を最初に導入したのはアリストテレスである。
定義 2。2.1正方形にL字形の図形を加えて,その結果として生じた図形
もまた正方形である。この付け加えられる図形をギリシヤ語でグノモンと
よぶ。
図 2.3:グノモンの例
上のアリストテレスの定義をユークリッドは,全ての平行四辺形を合
ヘロンは任意の図形に任意の図形をむ場合まで拡張している。さらに,
加えると,元の図形に相似になるような図形とグノモンを定義している。
好奇心をそそるグノモンの図形の例は,他にも多くある。
例 2.2.22つの辺の比が 1:ャのであるような長方形の紙を作り,それを
2つに折ると相似な図形を得る。さらに,4つ折り判,8つ折り判の紙も
全て相似な図形 となる。この操作を何回も続けた後,開いて元に戻すと,
辺の比が最小の1:νつの長方形に合同な長方形が付け加えられて相似な
29
□
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長方形ができている。同様に合同な長方形が付け加えられて相似な長方
形が順にできている。このとき元の長方形に付け加えられる合同な長方
形がグノモンである。
例 2.2.3図の長方形スの辺が1{■である「黄金分割」の比率,黄金
比のとき, この長方形の長辺を一辺
`と
する正方形を付け加えると,元の
長方形に相似な長方形ができる。さらに,できた長方形の長辺を一辺と
する正方形を付け加えると,同様に元の長方形に相似な長方形ができる。
この操作は連続して続けることができる。このとき,付け加えられる正
方形がグノモンである。
μ]例222の図 p]例223の図
図24長方形の場合
三角形では,1つの部分はいつも他の部分のグノモンになるようなもの
が存在する。
例 2.2.4△スBθで,∠σB'と∠スが同じになるように辺BDをか く。
そのとき,3とDで区切られたθ側の部分は全体の△ABσと相似な三
角形になり,△ABDは△BθDのグノモンである。
例 2.2.5三角形の中で, とてもみごとな場合は,元の△ABθの頂角が
36°で,底角がそれぞれ 72°の二等辺三角形のときである。このとき,底
角の1つを2等分することで,大きな二等辺三角形を2つの二等辺三角形
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に再分割すると,その
モンである。
1つは全体の図形 と相似であり,
31
他のものはグノ
B
口]例224の図 pl例225の図
図25三角形の場合
注意 2.2.6例225の三角形は,ピタゴラスによつて特に研究された。そ
の理由として,例225が,正五角形や正十二面体のように結果的に正則
であるユークリッド幾何学の象徴であり,正五角形や神秘的な「五亡星」
のような古代の数学者に愛されている図形であるので,多くの幾何学的
構成の根源 とみなされていることがあげられる。
上の4つのグノモンの例の中で,例225の二等辺三角形のものを考え
てみよう。二等辺三角形に連続した一連のグノモンを加える(または取り
除く)とだんだん大きい (または,だんだん小さい)三角形に変形し,その
全ては最初のものと相似になる。従つて,一連のグノモンは自己相似性
を持つていることがわかる。一方,それらの全ての三角形の頂点,また
は対応する点は等角螺旋 (対数螺旋)の軌跡の上にあることが知られてい
る。このことは注意214とうまく調和している。
上の二等辺三角形の例で,連続する三角形のθとスBの中点のy,D
とBθの中点のⅣをそれぞれ結ぶことによつてできる中線を考えるとき,
螺旋の極,または△スBθと△BσDの相似の中心は,それらの中線σν
とDNの交点である。
次に,図26のように大きくなっていく直角二等辺三角形の例を考える。
等角螺旋は連続した三角形の中で対応する点の軌跡である。更に,図27
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図26対数螺旋と直角二等辺三角形
のように,相似な図形の集まりで平面を敷き詰めるとき,対応する点を
結ぶといつでも等角螺旋を見つけることができ,それぞれの等角螺旋は
相似の関係にある。いつでもそれらの連続した倍数となる一連の等角螺
旋を見つけることができる。
図27相似な図形の集まりと対数螺旋
最後に,生物学への応用も考慮した,新しい見方からグノモンの定義
を改良したものを文献 μ列をもとに紹介しよう.そのとき,定点 (または
極)から始まり,扇型のベクトルの領域が常に前の図形全体のグノモンに
なっている平面曲線は,等角螺旋または対数螺旋とよぶことにする。こ
32
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の新しい考え方は,オウムガイの貝殻の形態と関連する他の生物形態を
解釈するために導入するものである。
(1)成長過程が,連続した部分として,形態の中で相似に形成され,等比
数列的に拡大し,相似の中心に関して相似になっているのなら,それは
等角螺旋の対応する点を通つて跡付けられる。
(2)等角螺旋が認められる角や貝殻などの,全ての生物の形態の成長の特
性とは,それぞれの成長の連続する増加が相似であり,定点 (または極)
から相似的に拡大し,元のものに相似的な状態であり,その結果として
全体の中で以前から存在する構造へのグノモンであると定義できる。
(3)貝殻,または角の螺旋の外形の中に,自然または実際の構造の成長方
法と必然的な関係をもたないが,数学的な偶然として保持している,数
えきれないさまざまな他のグノモンの図形が刻まれることも従う。
正方形のグノモンは,任意の大きさの増加を形成してもよい。同じこ
とはミミガイの貝殻のグノモンについても正しい。しかし,部屋にわけ
られたオウムガイや,図26の中の連続した三角形のより高い対称性の中
では,成長はグノモンのひとつひとつが,他のもののグノモンとなりな
がら,進行的な一連のグノモンによつて進む。
対数螺旋 (等角螺旋)の現れる例
・ 生物の成長 アンモナイト,ブロッコリー,有子L虫,羊の角など多
くの生物 (図28)
・ 生物の成長ではなく,生物が力を加えた結果として現れる例
カメレオンの尾,象の鼻など
・ 生物でないが,生物 と同様の成長 台風の渦,銀河の星雲など(図
29)
・ 等角螺旋 として現れる例 夜に光源に集まる虫の動き(図210)
小学校の教材としての対数螺旋
対数螺旋はオウムガイなどの巻貝に現れることから,臨海学校などの
折に海辺の生き物を取 り扱う時間を設けて対数螺旋を取り上げることが
できる。また,生物が力を加えた結果としてカメレオンの尾や象の鼻な
どに現れることから,動物園見学などの授業の折に取り上げることがで
きる。
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図 2.8:アンモナイ ト
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図 2.10:光源に集まる虫の動き
虫の動きは,光源に向かつて一定の角度を保ちながら進む
習性がある,そのため,虫の動いた軌跡が等角螺旋になる。
35
図 2.9:ハツブル宇宙望遠鏡が撮影 した子持ち銀河
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第3章 その他の螺旋
本章では対数螺旋以外の他の螺旋について,それらが螺旋の定義の条
件を満たしているかと,それらの持つ性質について述べる。第2章の対
数螺旋と同様, これらについての証明は文献には見当たらなかったので,
自分で考えてつけておいた。
3。1 アルキメデス螺旋
最初に定義を述べる。
定義 3.1.1極座標 (Ъθ)を用いて
γ=αθ―卜b し>0,b≧0,θ≠―:)
と表される螺旋をアルキメデス螺旋 とよぶ。
図31アルキメデス螺旋
アルキメデス螺旋は原点を極とし,回転する半直線を半径ベクトルと
すると,一様に回転させるときに,半径ベクトル上の同点Pが一様の速
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度ベクトルを持つて,原点から動いて描 く螺旋と定義されるので一様螺
旋とよばれることがある。
対数螺旋 と同様に曲率の導関数を調べることにする。
命題 3.1.2アルキメデス螺旋の曲率は
κ(θ)=(αθ+b)2+2α
2
((αθ tt b)2+α2)3
であり,曲率の導関数〃(θ)は(―∞,一:),(―:,∞)の範囲で定符号である.
証明 系145を用いることにより,対数螺旋と同様にアルキメデス螺旋
の曲率
硼 =
を得る。
次に曲率の導関数を考える。上記の曲率の式を微分すると
くの=   が切 け が響 狐♂JI十b)2+α2)3
-α(αθ+b)((αθ tt b)2+4α
2)
~   ((α
θ tt b)2+α2)3
を得る。κ′(θ)=0とするとθ=―:となり,κ′(θ)はθ=―:の前後で符
号が変化している。従つて (一∞,一:),(一:,∞)の範囲で曲率の導関数は
定符号である。
アルキメデス螺旋はθ>一:とθ<―:の2本の枝を持つ。命題31
より,それぞれの枝が定義147の条件を満たしている。
次にアルキメデス螺旋の持つ幾何学的性質を述べる。
命題 3.1。3動径が 1回転して通過する図形の面積は,1回転目の動径を
半径とする円の面積の3分の1である。
証明 定義311よリアルキメデス螺旋はr(θ)=αθ+bで表される。ここ
では上記の式をν軸方向にbだけ移動した式,γ(θ)=αθについて調べる。
?
?
?
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γ(θ)=αθの動径が1回転して通過する図形の面積Sは
となるので命題が成 り立つ。
図 3.2:命題 3.1.3の図
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s==ノ
12π:γ
(θ)2αθ
=:ノ
12π
α2θ2αθ
=: |:α2θ3117r
=:α273
である。1回転目の動径の半径はθ=2πのときの点と原点の距離なので
2απである。Sを変形すると,
s=:α2π3
=:π(2απ)2
□
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命題 3.1.4動径が1回転した点Pで引いた接線と0におけるOPの垂線
との交点をのとする。このとき,線分0のの長さはOPを半径 とする円
周の長さに等しい。
証明 γ(θ)=αθより
χ(θ)=αθ COS θ,ν(θ)=αθ Sln θ
である。これを微分すると
″′(θ)=α COS θ―αθ Sln θ,ν′(θ)=α Sln θ+αθ cos θ
を得る。点Pにおける接線の傾き姜努 =27を用いて0のの長さ
0の=2π×OP
を得る。これはOPを半径 とする円周に等しい。よつて,命題が成 り立
つ 。
□
図33命題314の図
アルキメデス螺旋に関する命題313,314については,佐々 木重夫卜]
と山下純一Ю]を参考にした。
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アルキメデス螺旋が用いられている例
対数螺旋が自然の中に多く現れるのに対し,アルキメデス螺旋は人工
的に作られたものに現れる。実際,ひげぜんまい,グラムフォンレコー
ドの溝,蚊取り線香などに用いられている。また,紙を一定の厚さで円
筒のものにまくと現れる.
小学校の教材としてのアルキメデス螺旋
アルキメデス螺旋が現れている蚊取り線香は, 日常で日にするものな
ので, 日常生活に密着した家庭科,生活科などの授業で取 り上げること
ができる。
3.2 双曲螺旋
最初に定義を述べる。
定義 3.2.1極座標 (■θ)を用いて
γ=:(α≠0,0<θ≦∞)
と表される螺旋を双曲螺旋とよぶ。
図 3.4:双曲螺旋
40
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曲率の導関数を調べることにする。
命題 3.2.2双曲螺旋の曲率は
θ4
κ(θ)=一α(θ2+1)3
であり,曲率の導関数〃(θ)は(0,∞)の範囲で定符号である。
証明 系145を用いるとことにより,双曲螺旋の曲率
θ4
κ(θ)=―α(θ2+1)3
を得る。
次に曲率の導関数を考える。上記の曲率の式を微分すると
くの=鉤 :~鴫ぱ十勒ι(θ2+1)3
4θ3(θ2+1)_3θ5
α(θ2+1)3
θ3(θ2+4)~α
(θ
2+1)'
を得る。これより,(0,∞)の範囲で曲率の導関数は正で定符号である。
□
双曲螺旋は命題322より,定義147の条件を満たしている。
次に双曲螺旋の持つ微分幾何学的性質を述べる.
命題 3.2.3双曲螺旋はν=αを漸近線にもつ。
証明 定義321より双曲螺旋はγ(θ)=3と表せる。0<θ<∞の範囲
で考えてγ(θ)のθを0に近づけると
闘rO=∞
となるので,z成分,ν成分のθをそれぞれ0に近づけると
ズの=:叫ズの=:mnθ
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より
臨・0=α鳳帯1=∞
鳳νO=α脇平=α l=α
を得る。ゆえに,双曲螺旋はν=αを漸近線に持つ.
Ю=
42
□
双曲螺旋は数学的には重要な螺旋であるが,応用例は見つけることが
できなかった。
3.3 フェルマー螺旋
最初に定義を述べる。
定義 3.3.1極座標 (■θ)を用いて
r=土αθ:(α>0,0<θ≦∞)
と表される螺旋をフェルマー螺旋とよぶ。ただし,γ<0のとき,すなわ
ち,r=一αθうとは,原点からの距離は|―αθら|=αθら,偏角はθ+πで
あることを表す。したがつて,r>0のときもγ<0のときも反時計回り
で,それらは原点に対して対称である。
命題 3。3。2フェルマー螺旋の曲率は
κO)=all+:″
1
θ十一:θ
~1)
であり,曲率の導関数 κ′(θ)はθ=∠琴亜 の前後で符号が変わる。
証明 系145を用いることにより,θ≠0のときのフェルマー螺旋の曲率
θ―十:θ
~1
α(θ+:θl)3
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図35フェルマー螺旋
を得る。
次に曲率の導関数を考える。上記の曲率の式を微分すると
くの=:    い 刑
“
+ンが は―シつ
(θ+:θ-1):
_1(θ十:θ~1-:θ~1-島θ~3)_3(θ―:θ~1+:θ~1-会θ~3)
α           (θ+:θl)'
1 -16θ-40θ~1+3θ3
32α      (θ_十 :
~1)'
1 -16θ4_40θ2+3
32α    θ:(θ2+_1)'
を得る。θ2=xとすると,X>0で分子は
-16X2_40X+3=―(16X2+40X-3)
となるので16X2+40X-3=0としてXについて解 くと,X>0より
χ=  =ギ
である。このことより,θ>0であることから
43
θ=ν
/～偏 -5
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を得る。従つて,曲率の導関数はθ=
がわかる.
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雫 の前後で符号が変わること
□
フェルマー螺旋もアルキメデス螺旋と同様,2本の枝「 =αθ:と7=
―αθ:を持つ.いずれも枝もθ=Va 5の前後で曲率の導関数の符号が
変化する。図3.5からわかるように,θ>ya 5の範囲で螺旋が現れる
と解釈できる.
フェルマー螺旋が現れる例
フェルマー螺旋は,ひまわりやデイジーの花序に現れる。
図 3.6:ひまわり
小学校の教材としてのフェルマー螺旋
フェルマー螺旋は,植物の花序によく現れるので,生活科の中の花の
観察で, 取 り上げることができる.
3.4 つるまき線
ここで,平面の曲線ではないが螺旋と同じように渦を巻 く空間曲線を
取り上げる。
定義 3.4.1パラメータ表示
γ(ι)=(α COSι,α Sin t,bι)
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図37つるまき線の図
(ただしα,bは同時に0とならない定数)で表される曲線をつるまき線と
よぶ。
つるまき線も平面曲線と同様に曲線の弧長を求めることができる。
命題 3.4。2つるまき線の弧長sは
s=ι～
/Ъ2+ろ2
である。
従つて,命題121と同様に正則空間曲線も弧長によるパラメータ付け
で単位速度曲線になる。上の弧長を用いてつるまき線を
《→=いSレniう0=y′十の
と表すと,単位速度曲線である。
ここで空間曲線における単位接ベクトルと主法線ベクトルを定義する。
定義 3.4。3弧長をパラメータとして曲線γ(s)=(Z(ι),ν(ι),Z(ι))と表示
するとき,γ(S)における曲線γの単位接ベクトルを
L(S)=γ(S)
と定義する。さらに,L(s)≠Oのときι(s)に直交するベクトル
lt(S)
n(S)=
l lb(S)|
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を,曲線上の点γ(s)における曲線γの主法線ベクトルとよぶ。
次に,空間の単位速度曲線の曲率,従法線ベクトルを次のように定義
する。
定義 3.4。4κ(s)=lι(S)|とおけば,
L(S)=κ(S)n(S)(κ(S)=lγ(S)|≧0)
が成 り立つ。このκ(s)を曲線γのγ(s)での曲率とよぶ。
κ(s)≠0のとき,L(S)=0となり,主法線ベクトルが定義されること
に注意しておく。
定義 3.4.5単位速度曲線γ(s)の単位接ベクトルt(s)=γ(S),主法線ベ
クトル《→=紫れただしκ。)≠0とするとき,
b(S)⊥ι(S),n(S), L(S),n(S),b(S)右手 系
を満たす唯一の単位ベクトルb(s)を曲線γのγ(s)での従法線ベクトルと
よぶ。
さらに,空間曲線の平面曲線からの離れ具合を示す捩率を定義する。
定義 3.4。6曲線γのγ(s)における捩率を
7(S)=―lb(S)n(s)
で定義する。
単位速度化されたつるまき線に対して,以下の命題が成 り立つことが
容易に示される。
命題 3.4.7単位速度化されたつるまき線γ(s)の単位接ベクトルL(s)と主
法線ベクトルn(s)は
K→=ズ→=:いmimia
nO=器≒=歯←COS:,一Ыn:,0
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であり,曲率κ(s)は
個報→=鼎
である。そして,従法線ベクトルb(s)は
町→=Ц→×nO=歯・:(bdni―b COS:,α)
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であり,捩率 7(s)は
7(S)=―lb(S)×n(s)=
である。ただ し,xは外積を表 している.
定数である。
b       b
c2   α2_十わ2
従って,曲率 と捩率はともに
つるまき線が現れる例
アサガオのつるをうまく伸ばすことにより,つるまき線が現れるよう
にできる.
小学校の教材としてのつるまき線
つるまき線はアサガオのつるをうまく伸ばすことにより現れるので,生
活科の中のアサガオを育てる授業で関連して取り上げることができる。
図 3.8:アサガオ
上記のアサガオは筆者がつるまき線が現れるよ
ガオである。
うに栽培を試みたアサ
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本章では螺旋の微分幾何学的な大域的性質とその性質を応用 した定理
を述べる。
4。1 螺旋の微分幾何学的性質
螺旋状の道路があった として,その上を車で走 る運転者の立場を考え
ると進行方向に関わらず:正の螺旋はハンドルを左に回し続ける,負の
螺旋はハンドルを右に回し続ける, と表すことができる。このことを数
学的に定式化 したものが次の命題である。
命題 4。1.1螺旋の正負は進行方向によらない。
証明 正の螺旋の場合を示す。γ(s)(0≦S :)を弧長パラメータで表さ
れた正の螺旋 とすると, この曲線の曲率 κ(s)は単調増加である。ここで
γ(s)の向きを反対にした曲線
σ(S)=γ(ι―S)(0≦S ι)
を考える。曲線 σ(s)の曲率 ん(s)は,定理142よりえ(s)=det(γ′,γ″)で
あるから
え(S)=det(σ
′
(S),σ
″
(S))
=―det(γ′(:一S),γ″(:一S))
=一κ(ι一S)
となる κ(ι ―s)<0より,σ(s)の曲率もまた単調増加になる。従つて,
正の螺旋の進行方向を逆にした曲線も正の螺旋である。また,負の螺旋
の場合も同様である。
□
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曲率円の接し方に関する定理を示そう。
定理 4.1.2正の(負の)螺旋γ(s)の各点の曲率円に,曲線の向きに同調す
るような向きをつける。このとき,γ(S)は曲率円の右から左へ (左から右
へ)接するように交わる。
証明 話を簡単にするために,弧長パラメータで表された正の螺旋γ(s)上
の点γ(sO)を原点,γ′(so)を″軸の方向,単位法線ベクトルn(sO)をν軸の方
向になるように座標軸をとると,この曲線は,原点の周りで関数ν=∫(″)
のグラフで表すことができる。とくにバ0)=0,ノ′(0)=#(0)=0である
から, この曲線の原点における曲率とその導関数は
κ(0)=∫
ノ′
(0) =∫″(0),
(1+∫′(0)2)3
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~  (1+ν
′2):
となるので,上記の式でz→0とすると
κ′(0)=∫′〃(0)-3(∫′ 0))2=∫〃′(0)-3κ(0)2
を得る。よつて
ノ″′(0)=κ′(0)+3(κ(0))2
を得る。ここでテイラーの定理より,局所的に
∫(χ)=∫(π+0)
=:《げ +:“0+∝くのソ 十∝め  14111
と表すことができる。ただしο(″3)はランダウの記号である。
一方,曲線ν=∫(″)における曲率円がν=g(・)のグラフで表されてい
るとする。このとき,その曲率をん(″)とするとん(0)=κ(0)でん(″)は定
数だから,ん′(0)=0より式(411)の∫とgを取り替えれば
ズ→=:くのが十:∈OF十∝め
《→=
ν
′″(1+ν′2)_3ν′2
第4章 螺旋の大域的性質
となる。従つて,0∈Rの周りで局所的に
バ→―ズ→=:くのが十ズめ
となるが,正の螺旋であることからκ′(0)>0なのでzが増加するとき
∫(″)一θ(″)は原点を境に負から正に符号を変えることがわかる。これは
γ(s)が曲率円の右から左へ接するように交わることを意味している.従つ
て,螺旋γ(s)は曲率円の右から左へ接するように交わる。負の螺旋の場
合も同様に示される。
□
この定理の意味を上で述べた車の運転の場合にあてはめて解釈してみ
よう。正の (負の)螺旋の道路を走る車の運転者は,常にハンドルを左に
(右に)回し続けている。途中でハンドルを固定すると,車は円運動をし
てその固定した地点における曲率円を描いていると解釈できる。
螺旋を螺旋に写す変換について述べるために,次の用語と補題を用意
する。
定義 4。1.3座標平面R2を複素平面Cと同一視する。複素数α,b,c,α
(α ―bC≠0)を用いて平面上の点z∈Cを
z tt υ=T(z)=αz―+bCZ+α
で与えられるυ∈Cに写す変換Tをメビウス変換または1次分数変換と
いう。
メビウス変換は複素平面Cに無限遠点を付け加えてできる,2次元球面
s2に同相なリー マン球面CからCへの微分同相写像を誘導することが知
られている。詳しくは松本幸夫 b]を参照のこと.
メビウス変換は,
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平行移動
回転
拡大・縮小
Z卜→Z+α(α∈C)  ,
Z tt c2θz (θ∈R)  ,
z tt γz (r∈R＼{0}),
1
共役 と反転の合成 z吟―         ,Z
の4つの変換の合成で表されることが計算によって容易に示される。こ
の事実を用いて次の補題を示す。
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補題 4。1.4メビウス変換によって円は円に写される。さらに円の左側の
領域は,写った先の円の左側の領域に写される。ただし直線は半径無限
大の円と解釈する。
証明 定理131と定理213より,平行移動,回転,拡大・縮小によって
円は円に写される。従つて,変換z吟ゥについて示す。
″ν平面上の円は一般に
α(″2+ν2)+2b%+2cν+α=0(α,b,C,α∈lR,b2+c2_αα>0)
(412)
という形で表すことができる。 とくにα=oのときは直線を表す。これ
が変換 z⇒:で円に写されることを示せばよい。式(412)をz=″+Oν
(o=√1)として書き換えると
α l z 12+(b_OC)Z十(b+OC)2+α=0(2=χ 一 Zν)
となる。l z 12=z″ょり,両辺を l z 12で割ると,
αI(b-00:―十(b tt zC):―十
沸
=0
を得る。υ=:とお くと
αl υ 12+(b+OC)υ十(b―oc)う+α=0
となる。ここでυ=z tt zνと置き直すと
α(″
2+ν2)+2b″-2cν+α=0
b2+(_c)2_αα=b2+c2_αα>0
であるから,写った先の曲線 も円であることがわかる。ただ し,元の円
の中心は写った先の円の中心に写るとは限らないことに注意 してお く。
次に,与えられた円の左側の領域が,写った先の円の左側の領域に写
ることを示す。平行移動 と回転 と拡大・縮小でこの性質が保たれることは
明らかである。原点を中心 とする円と,原点を通る直線についてのみ,変
換z吟ゥに対 してこの性質を調べればよい。共役によって円の左側の領
域は,写った先の円の右側の領域に写される。さらに反転によって,写っ
た先の円の左側の領域に写されるため,変換z吟ぅに対しても性質が成
り立つ。
□
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上の補題を用いて,螺旋に関する次の定理を示す。
定理 4。1.5メビウス変換によって,正の螺旋は正の螺旋に,負の螺旋は
負の螺旋に写される。さらに,この対応で,元の曲線の曲率円は,写った
先の曲線に対応する点における曲率円に写される。
証明 弧長をパラメータとする曲線γ(s)が正の螺旋であったとすると,曲
率κ(s)はκ(S)>0を満たしている。いまz tt T(Z)をメビウス変換とす
る。最初にメビウス変換Tで曲率円は曲率円に写されることを示す。こ
のとき,曲線γ上の点γ(s)における曲率円aを考えると,補題414よ
り,T(a)は円である。定理127より,aは曲線γと点γ(s)で少なく
とも2次の接触をしている唯一の円である。Tは微分同相写像であり,命
題129より接触の次数は微分同相写像で保たれるから,円T(a)は曲線
roγと点Toγ(s)で少なくとも2次の接触をしている唯一の円となり,
点Toγ(s)での曲線Toγの曲率円である。
次にメビウス変換Tで正の螺旋は正の螺旋に写されることを示す。も
し,Toγ上に曲率κ(s)の導関数が消える点が存在したとすると,円T(a)
は曲線Toγと点Toγ(s)において少なくとも3次の接触をすることに
なる。ここでTの逆変換T-1をほどこすと,上で述べたように,メビウ
ス変換T-1で接触の次数は保たれるので円色 は曲線γと点γ(s)で少な
くとも3次の接触をすることになり,κ(s)=0となって,仮定に矛盾す
る。従って,Toγの曲率は単調増加か単調減少となるからToγは螺旋
である。さらに,γ(s)は正の螺旋でもあったから定理412より,γは点
γ(s)において色 の右から左に接するように交わる。補題414より,曲
線Toγも点Toγ(s)において,T(亀)の右から左に接するように交わる
ので,曲線roγは正の螺旋である。負の螺旋の場合も同様に示される。
□
正の螺旋状の道路を走る車を考える。運転者が途中でハンドルを固定
すると,車は円運動をする。その円が曲率円であるから,ハンドルを左
に回し続けると,車はさらにその円の内側に入つていく。つまり,さらに
先に進んだときの曲率円は,現在の曲率円の中に完全に入ることが直感
的予測できるであろう。
定理 4。1.6γ(s)(α≦S≦b)を弧長パラメータで表された正の (負の)螺
旋とし,各点sにおける曲率円の左側 (右側)にある開領域をDsとすると
Db⊂Dα
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が成 り立つ。とくに螺旋は自己交叉を持たない。
証明 κ(α)>0として一般性を失わない。実際,κ(α)≦0のときγ(s)の
s=αにおける曲率円cは時計回りの円であるが,cの右側の領域から
Q上にない点0をとり,それを原点としてメビウス変換T(z)=:をほ
どこすと,T(a)は反時計回りの円となり,7oγ(S)のs=αにおける曲
率円は正となる。
以下,κ(α)>0とし,正の螺旋の場合を証明する。負の螺旋の場合も
同様である。γ(s)の曲率円の中心の軌跡を
σO=《→+おn0
f言:∬T,ll等聰畠盤翼精海f緯哺
ると,積分の三角不等式より,
lσO―σOI=1/bσOお|=匡
b発
(お)n。ぉ|
イ
bl発
(お)n。|ぉ
―
お
―
鳥
=γα― rb
を得る。ここで,lσ(b)一σ(α)|=γα―rぅ とすると,この不等式の等号条
件より,n(s)が定ベクトルであることがわかるが, これはγ(s)の曲率が
単調増加であることに反する。よって lσ(b)一σ(α)|<γα―rbが成 り立
つ。従って,
rb<γα― lσ(b)一σ(α)|        (*)
となる。まずt曲率円aをかく。次に,σ(α)を中心に半径 lσ(b)一σ(α)|
の円をかくとσ(b)は円上にある。一方,曲率円Qはσ(b)を中心に半径
rbの円より(*)からの はcの中にすっぽり入るから,瓦⊂Dαが示さ
れた。
□
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4。2 螺旋の性質の4頂点定理への応用
第1章第3節で,卵形線に対し4頂点定理が成 り立つことを示した。螺
旋の性質を利用すると,卵形線とは限らない単純閉曲線についても,4頂
点定理が成 り立つことを証明することができる。
定理 4。2。1(卵形線 とは限らない)単純閉曲線上には,少なくとも4個の
頂点が存在する。
証明 背理法により証明する。以下,頂点が2個であると仮定する。閉
曲線の弧長によるパラメータ表示をγ(s)とする。2つの頂点をP,のと
する。曲線上Pからのへ向かう経路をγl,のからPへ向かう経路を統
とすれば,■,能の曲率は一方が単調増加で他方が単調減少であるから,
■を正の螺旋,能を負の螺旋 としても一般性を失わない。いまPにおけ
るγの曲率円をθとする。頂点が2個であると仮定したことよりγは円
ではないので,θ上の点でγ上にない点0をとることができる。さらに,
この点が原点にあったとしても一般性を失わない。
ここでT(Z)=ウのメビウス変換をほどこすと,T(θ)は無限遠点を通
る円となるから直線である。直線rc)は家P)におけるroγの曲率円で
あることより,Toγは安P)で曲率が0になることがわかる。定理415
よりTo範上では曲率は単調増加なので,To範上で曲率は0以上,ま
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た,To範上では曲率は単調減少になるので,To範上でも曲率は0以上
である。よってToγ上で曲率は負にならない。するとToγは卵形線 と
なるが, これは卵形線の4頂点定理134に矛盾が生じる。よって単純閉
曲線上には,少な くとも4個の頂点が存在する。
□
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本章では,論文ド],pl,μqの中で導入された集合芽の接方向的性質
を用いて,螺旋の局所分類を与える。
5。1 螺旋の接方向的性質
5.1.1 集合芽の方向集合
最初に,螺旋を局所的に考える上で必要になる芽の概念を与える。
定義 5。1.1ス,3⊂Rれを0∈И∩百であるような集合とする。A～B
であるとは,ス∩び=B∩びとなるような0∈Rπの開集合びが存在す
るときにいう。
定義 5。1。2集合SをS={ス⊂Rれ10∈ス}とすると,～はSの元に対す
る同値関係になる。Sを～で割った同値類のことを0∈Rれでの集合芽と
いう。
集合芽を考えるとき,一つの代表元をとって考えるが,そのときその
集合は0∈Rれのいくらでも小さい開近傍の中で定義されたものを,考え
ていることに注意しておく。
写像についても同様に芽の概念を定義できる。
定義 5。1.3P∈Rηとし,ノ y→RP,θ ″ → RPをそれぞれPを
含む Rれの開集合y,7上定義された写像 とする。∫ ～ gであるとは
び⊂y∩〃で∫|び=θlびとなるようなPの開近傍びが存在するときに
いう。
定義 5。1.4写像∫ y→RPを点P c RPの開近傍y上定義されている
とすると,点P∈Rれでの写像芽とは,ノの点Pでの～に関する同値類
のことをいう.
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定義 5。1。5ス⊂ Rれを0∈アであるようなo∈Rπでの集合芽とする。
0∈Rれでのスの方向集合,(ス)を次のように定める。
'(ス
)={α∈Sれ 11∃{″2}⊂ハ {0},″2→0∈Rπ s;而
可
→ α'0→∞}
ここで Sれ 1は0∈Rれを中心とする単位球面とする。0∈Rれを頂点とす
る,(И)の半錐LD(ス)
LD(ス)={tα∈Rれlα∈D(■),ι≧0}
をo∈Rれでのスの実接錐という。
例 5。1.6(1)
ス={(″,ν)∈lR2 1 χ2=ν3)
の方向集合を考える。(z2,銑)∈ス→ (0,0)∈R2と
=る
。ただし,(″2,銑)
は原点に十分近いものとする。このとき,″2=土プ(tyz>0)より
(χ2,銑)  (上げ,銑)
‖(・。,銑)‖~‖(土ブ,ν2)‖
(土ブ,銑)
プグ十ν子
(土f,1)
νL+1
となる。従って,(zz,銑)∈A→(0,0)∈R2とすると
靱 ①辮 刊
となるので,方向集合D(ス)は
'(■
)={(0,1)}である。
(2)
ス={(・,ν)∈lR2 1″>0,ν>0}
の方向集合を考える。直線ν=α″(α>0)とスとの共通部分上で (o,o)∈
R2に近づく点列を考えれば,
(%,αZ) =(1,α)∈slyχ2+α2″2
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はD“)の元であることがわかる。ゆえに,
{(",ν)∈Sl l">0,ν>0}⊂D(■)
である。次に,ν=″2とスとの共通部分上で(o,o)∈R2に近づく点列を
とれば,(1,0)∈D“)であることがわかる。同様にして(0,1)∈Dに)で
ある。従つて,(■)={(″,ν)∈メIZ≧0,ν≧0}である。
螺旋の原点での方向集合についても考えてみよう。
例 5。1.7(1)対数螺旋 と双曲螺旋
γ=∝″しψ≠吻または,r=:し≠の
の方向集合を考える。原点を始点とするどの半直線をとっても,原点の
いくらでも近 くで螺旋 と無限に交差する点列をとれるので,D(ス)=Sl
である。
(2)アルキメデス螺旋
r=bθ(b≠0)
の方向集合を考える。γ(θ)=(χ(θ),ν(θ))と表すと,z(θ)=bθ COS θ,
ν(θ)=bθ Sln θより
"′
(θ)=b COS θ ― bθ cos θ,ν
′
(θ)=bSln θ十 ろθ COS θ
を得る.ここでθ=0とすると
χ′(0)=b≠0,ν′(0)=0
を得る.従つて,
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0,0)
lbl
=(ギ
≒
,0)
となるの｀でD(ス)={(音,0)}である。
上の考察からわかるように,D(ス)は常に閉集合である。
集合の集合演算に関する基本的性質も与えておく。
(Z′(0),ν
′
(0))
∈Sl
ここで,方向
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命題 5。1.8硫y⊂R2を0∈τ∩7であるようなo∈R2での集合芽 とす
る。このとき次が成 り立つ。
(1)'(び)=D(び)
(2)D(υ∪1/)=D(び)∪D(y)
(3),(び∩y)⊆D(び)∩D(y)
5。1.2 条r卜(SSP)
この小節では,集合芽の接方向性質の一つである条件 (SSP)(Sequence
Selectlon Property)を定義する。
定義 5。1.9スを0∈Иであるようなo∈Rれでの集合芽とする。スが条件
(SSP)を満たすとは,
1職だ櫛∈D“)
となる0∈Rれに収東する任意の点列{αm}に対し,
|lαれ―られ||≪|l απ‖,||われ‖
となる点列{られ}⊂スが存在するときにいう。ここで‖″π‖≪||‰‖とは1lmm→∞憶斜=0を意味している。
例 5。1.10スをγ=αθbθ(α>0,b>0)で定義される対数螺旋 とする。
0∈R2はθ→ _∞としたときのスの極限である。ゆえにo∈Иである.
αを0≦α<2πとなる任意の角 とし,z軸と∠αとなす0∈R2を通る半
直線をιαとする。ス∩ια上に0∈R2に近づ く点列 {bれ}をその極座標が
rm=αebθれ, θπ=α-2π鶴
となるようにとる。このときD({鴫})=(COS α,Sln α)である。次に,ια
上に0∈R2に近づく点列{%}をcπがbmと臨+1の中点となるようにと
る。つまり‖cm ll=中となるようにとる。作り方より,D({cm})=
(COS α,Sln α)なのでD({bπ})='({%})である。よって
αθθη ■ αcθπ+1
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宇ll・♂り‖Cm‖=
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であり,{bれ},{%)は直線」α上にあるので,
‖bπ―Cm‖  l rm―‖ら21‖
‖bπ ll    lЪI
_1 2αθ
θπ―αcθπ(1+e2π)|
2αθθれ
11_θ
-2π
 l
2
l_c-27r
2
となり,正の定数になる。従つて,ス∩ιαは条件(SSP)を満たさない。
論文μqに双曲螺旋は条件(SSP)を満たすことが触れられているが,後
述の定理531を用いる間接的な証明が与えられている。ここでは1lqと
は異なる,その直接的な証明を与える.
定理 5。1.11双曲螺旋は条件 (SSP)を満たす。
証明 スをr=号(α>0,0<θ∞)で定義される双曲螺旋とする。
0∈R2はθ→ 十∞のときスの極限である。ゆえにo∈Иである。αを
0≦α<2πとなる任意の角とし,"軸と∠αをなすo∈R2を通る半直線
をJα とする。ス∩Jα上にγ=:となる点blをとる。0∈R2を中心に半
径‖bl‖の閉円板を,とすると,ス∩Jα∩Dは可算集合である。従って
ス∩ια∩Dを{われ}(鶴∈N),
‖bl‖>‖b2‖>  >‖bπ‖>
となるように表せる。このとき,各鶴∈Nに対し
αγπ=‖bπ‖=―α+2πい -1)
である。さらに,D({bπ})=(COS α,Sln α)である。ここで
為={(χ,ν)∈ια‖|られ+111<‖(″,ν)||<|l bm‖}(鶴∈N)
とおく。{われ}はια上の点列より
‖bπ~bれ+1‖  lrれ―rπ+11
‖硫‖   γπ
l赫 ― 耳 舞 再 |
α+2お-1)
2π
α+2π
60
第5章 螺旋の局所分類                    61
となるので,ここで鶴→∞ とすると
hm__ヱππ→∞α+2π =0
である。よって
‖蹴一bπ+1‖≪|l bπ‖ (1)
を得る。0∈R2に収東する任意の点列{αれ}でD({αれ})=(COS α,Sln α)
をとると,ιαは条件(SSP)を満たすことより,Jα上のO∈R2に収東する
点列{csぃ)}で
‖απ―Cs(π)‖≪|I Cs(れ)||         (2)
となるものがとれる。ただし,csぃ)∈駄π)とする。このとき式(1)より,
|I Csぃ)一b6ぃ)‖≪|l bs(れ)一bs17n+1)||≪|l bsぃ)||
であるので,
|I Csぃ)一bs(れ)||≪|I Cs(m)||        (3)
を得る。式 (2),(3)より
‖αれ―bs(m)‖≦ αれ―Cs(m)‖十11 cs(m)一bs(れ)‖≪|I Csぃ)‖<‖bs(π)‖
である。従つて:α∩スは条件(SSP)を満たす。ここで,D“)=Slだが,
α(0≦α<27)は任意にとれるので,スは条件 (SSP)を満たすことがわ
かる。
□
5。2 リプシッツ同相写像
本節では螺旋の局所分類を与える。最初に局所的性質に合った螺旋の定
義を与える。極座標 (Ъθ),0<Ъθ<∞を用いて考える。R(0,∞)→
(0,∞)を連続関数とする。r=R(θ)が(局所的に)o∈R2で螺旋であると
は,Rが狭義単調で
肥‰Цθ)=0,または6理しR(θ)=∞
であるときにいう。
(*)
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注意 5。2。1本論文の目的からは,Rは滑らかな関数で “曲率の符号が一
定"であることを仮定してもよい。より正確には,あるん>0が存在して,
Rが単調減少のときには (た,∞)で曲率の符号が一定で,単調増加のとき
には,(0,た)で曲率の符号が一定であることを仮定してもよい。
式(*)の前半の場合は,R(∞)=0と書くことにすると,R(0,∞]→
p,∞)は連続関数である。式(*)の後半の場合は,R(0)=0と書くこ
にすると,R(0,∞]→Ю,∞)も連続関数である。
0∈R2での螺旋Sr=R(θ)が与えられたとする。写像んs(R2,0)→
(R2,0)を極座標を用いて
んs(r,α)=(r,R~1(r)+α) ただしγ≧o,o≦α<2π
と定義すると,んsはo∈R2での(局所)同相写像を与える。
0≦α<2πに対しLα={(γ,α)10≦r<∞},比=んs(Lα)とおく。
助 は螺旋Sに0∈R2を付け加えたものである。0≦α<2πに対し,Rα
を0∈R2を中心とする回転とすると,
比 =Rα(跳), D(んs(Lα))=Rα(D(跳))   (521)
が成 り立つ。
次に,螺旋の局所分類を与える上で重要になるリプシッツ特性につい
て定義する。
定義 5。2.2(1)写像芽ん (Rη,0)→(RP,0)が0∈Rつの周 りでリプシッツ
条件を満たすとは,実数ん>0が存在して
‖ん(″1)一ん(″2)||≦た‖Zl―″2‖
が,0∈Rれの十分小さい近傍で成り立つときにいう。
(2)同相写像芽ん (Rり,0)→(Rπ,0)がリプシッツ同相写像芽であると
は,んとん1がリプシッツ条件を満たすときにいう。つまり,0<た1≦た2
を満たす実数が存在して,
た1‖"1-・2‖≦‖ん(・1)一ん("2)||≦た2 11 χl~"2‖
が0∈Rれの十分小さい近傍で成 り立っている。
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例 5。2.3写像ん (R,0)→(R,0)をん(χ)=π3と定義すると,ん 1(τ)=Z:
となりん(″)とん 1(χ)は連続なのでんは同相写像である。
次にリプシッツ条件を考える。んがリプシッツ条件を満たすと仮定する
と,あるた>0が存在して
|ん
~1(")一ん~1(0)|=|“:|≦た|"|
が0∈Rの周りで成り立ってなければならない。上記の式より″≠0で
|メ|七≦た
|"| |
を得るので,左辺を■→ 0とすると
思嵩=+∞
となり,上から押さえられないので仮定に矛盾する。従つてんは同相写
像だが, リプシッツ同相写像ではない
連続写像芽がリプシッツ条件を満たしていることを判定するための方
法の一つを,証明抜きで述べておく。
補題 5.2.4連続写像芽 ん (Rり,0)→(RP,0)が∈ Rれの穴あき近傍
び＼{0}(ただし,びは0∈Rπの開近傍)上θl級で,
詣(1≦0≦・ 1≦θ≦勁
がび＼{0}上有界ならば,んは0∈Rつの十分小さい開近傍上リプシッツ
条件を満たす。
定理 5。2.5対数螺旋はリプシッツ同相写像を誘導する。
証明 対数螺旋をr=eθ(0<θ<∞)と表す。ん=(ん1,ん2)(R2,0)→
(R2,0)の同相写像芽を
?
?
?
?
?
〓
?
?
?
?
?????????
?
?
?
?
?
?
?
〓???
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とする。ただし,γ≧oでθ∈Rは周期 2πとする。以下 γ>0とする。
ん(r,θ)=γ COS θ-10g rより
ん1(γ,θ)=r cOS(θ-10g r)
=r cos θ cos(10g r)+r sln θ Sln(10g r)
ん2(r,θ)=r sln(θ-log r)
=r sln θ cos(10g r)一r cos θ sln(10g r)
となるので,ん1,ん2をz,νを用いて表すと
ん1(・,ν)=″COS(10gャ/Z2+ν2)十ν Sln(10g vЪ2+ν2)
=Z COS(:10g(Z2,卜ν
2))十
ν Sln(:10g(・
2.ν2))
ん2(″,ν)=ν COS(10g νZ2+ν2)_χ sln(10g v毎2+ν2)
=二ν COS(:10g(κ2+ν2))_"sin(:10g(χ2+ν2))
を得る。ここでんの偏導関数の有界性について調べる。
1警|=ICOS(:Dg。
2+ν
り)_Z ttn(:bg。
2+ν
り)西 粛 サ
+ν COS(:bg o2+ν2ぅん |―為帥C範ぱJ+島鰯C眈ぽ切つ|十1為|卜n卜ぱ切つ|十1島|卜SCげ切→
<1+1 1+:
となる。同様にして,
?
?
?
?
?????
ー
??
?
?
?
???〓
?
―
?
?
?????
ー
??
?
?
?
????
?
??
?
??
〓??
跨|<∞, 等|<∞, 守|<∞
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も確かめられる。ゆえに,R2＼{(0,0)}上んがび級で有界であるから,補
題524よりんは(0,0)∈Rれを含むある開集合上リプシッツ条件を満たす.
次に,ん~1を求めるために (γ,θ-10g r)=(R,O)とし,(R,○-log R)=
(γ,θ)を考える。R=T,○-log R=θより,O=θ+10g R=θ+log rを
得るので,ん1(r,θ)=(γ,θ+10g r)である。ん
~1=(gl,g2)とすると,
gl(r,θ)=r cOS(θ+10g r)
=r cos θ cos(10g r)一r sln θ sln(10g r)
θ2(r,θ)=r sln(θ+10g r)
=r sln θ cos(10g r)+r cos θ Sln(10g r)
となるので,θl,θ2を
θl(・,ν)=%COS
θ2(■,ν)=ν COS
を得る。ん~1の偏導関
?
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となり,上と同様に確かめられる。ゆえにん~1も(0,0)∈Rれを含むある
開集合上リプシッツ条件を満たす。従つて,んはリプシッツ同相写像芽で
ある。
□
5e3 螺旋の局所的分類の定理
第5章第 1節1の最後で触れたように,2つの共通部分の方向集合は,
それぞれの集合の方向集合の共通部分とは限らない。ここでは,2つの集
合の共通部分の同相写像による像の方向集合が,いつ,それぞれの同相
写像による像の方向集合の共通部分に一致するかに関する定理を述べる。
定理 5。3。1ん (Rり,0)→(Rれ,0)の同相写像とし,硫y⊂Rれを0∈フ,1/
を満たす0∈Rつでの集合芽とする。次の条件を仮定する。
警|<∞,1勢 警|<∞,
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(1)D(び∩y)=D(び)∩D(1/)である。
(2)υ∩yは条件 (SSP)を満たす。
(3)ん(び)は条件 (SSP)を満たす。
(4)ん,ん
~1がリプシッツ条件を満たす,すなわちんはリプシッツ同相写
像芽である。
このとき,
D(ん(び∩y))='(ん(び))∩D(ん(7))
が成 り立つ。
証明 D(ん(び∩y))⊂D(ん(び)),D(んy))より,
D(ん(び∩y))⊂D(ん(び))∩D(ん(7))
が成り立つ。従つて,(ん(び∩1/))⊃D(ん(び))∩D(ん(y))を示す。
任意のα∈D(ん(び))∩D(ん(y))をとる。まず,α∈D(ん(y))とすると,
1lmπ→∞‖απ‖となる0∈Rれに収東する点列 {απ}⊂
yが存在する。次に,
α∈D(ん(び))とすると仮定 (3)より,ん(び)は条件 (SSP)を満たすので,
o∈Rれに収束する点列 {られ}⊂びで
‖ん(αれ)一ん(bれ)||≪||ん(απ)‖,||ん(られ)‖   (531)
となるものが存在する。一方,{απ}⊂yょり,{απ}の部分点列{απ′}
で
鳳 南 =β∈ズη
となるものが存在する。式 (531)と仮定 (4)より
|l απ一硫‖≪|lαれ‖,‖硫‖
が成 り立つので
腸 満 =机南 =β∈ズη
となる。ゆえにβ∈D(び)∩D(y)である。仮定(1)よりβ∈D(び∩y)
となる。仮定(2)よりび∩yは条件(SSP)を満たすので0∈Rれに収東す
る点列
“
現′}⊂び∩yで
‖α乃―Cπ′‖≪|lαれ′‖,|I Cm′‖      (532)
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となるものが存在する。式(532)と仮定 (4)より
‖ん(αれ′)一ん(%′)||≪||ん(α%)||,||ん(Cm′)||
が成り立つので
机出奇=鳳出満=α
となる。ゆえにα∈D(ん(び∩y))となる。従つて,
D(ん(び∩y))⊃D(ん(び))∩D(ん(7))
となるので
'(ん
(び∩y))=D(ん(び))∩D(ん(y))が成り立つ。
□
上の定理を螺旋の局所分類に応用しよう。α≠β,α,β∈p2■)とし,
び=Lα,y=Lβ,ん=んsとして定理531を適用する。ここでLα(Lβ),んs
はそれぞれ,第5章第2節の最初に螺旋が誘導する同相写像の箇所で述
べた,半直線,同相写像を意味するものとする。
定理531の仮定を確かめよう。D(Lα∩Lβ)=D({0})=φである。
R=Lα∩Slとおくと,
D(五α)∩D(Lβ)={fb}∩{Lβ}=φ
である。従 つて ,(Lα∩Lβ)=D(Lα)∩D(Lβ)で(1)が満たされ る。Lα∩
Lβ={0}より条件(SSP)を満たすので(2)が満たされる。これらのこと
から,定理531の仮定 (1),(2)は常に満たされている。
前節で与えたように,跳は螺旋に0∈R2を加えたものとする.最初に
■Щ跳)>1の場合を考える。#D(跳)>1という仮定は式(521)を用い
て,あるα,β∈[0,27),α≠βでD(んsじα))∩D(んsCβ))≠φが成り立
つことと同値である。一方,Lα∩五β={0}より
'(ん
s(Lα∩Lβ))='(んs({0}))=φ
となるので,定理531の結論が成 り立たない。従つて,定理531の仮
定(3),(4)を用いて,非Щ品)>1の場合は次の3種類に分けることがで
きる。
(A)んsがリプシッツ同相写像であるとする。つまり,定理531の仮定
(4)が満たされていたとすると,定理531より仮定 (3)が満たされ
ない。従つて,跳(またはS)は条件 (SSP)を満たさない。
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(B)跳(またはS)が条件 (SSP)を満たすとする。つまり,定理531の
仮定 (3)が満たされているとすると,定理531より仮定 (4)が満た
されない。従って,んsはリプシッツ同相写像ではない。
(C)跳(またはS)が条件(SSP)を満たさず,んsがリプシッツ写像でない.
例 5。3.2(1)定理531で見たように,対数螺旋が定義する同相写像んsは
リプシッツ同相写像である。従って,対数螺旋は(A)のタイプである。上
の議論より対数螺旋は条件 (SSP)を満たさないことがわかる。
(2)定理5111で双曲螺旋は条件(SSP)を満たすことを示した。従つて,
双曲螺旋は(B)のタイプである。上の議論より,双曲螺旋が定義する同
相写像んsはリプシッツ写像ではないことがわかる。
みЩ跳)=1の場合を考えると,この条件は,任意のα,β∈p,2π),α≠
βに対し,D(んs(五α))∩D(んs(Lβ))=φが成り立つことと同値である。こ
のとき,跳(またはS)は条件 (SSP)を満たし,んsはリプシッツ同相写像
である。これを満たすものとしては,アルキメデス螺旋がある。
以上より,次の局所分類の表を得る。
図の引用について
図21,図29は11」より引用した。
図31は[1倒より引用した。
図34は[lqょり引用した。
図35は[1司より引用した。
#D(S)=1#D(S)>1
(#D(S)=∞)
Sが条件 (SSP)を満たす
Sがリプシッツ同相写像を誘導する
アルキメデス螺旋
フェルマー螺旋
Sが条件 (SSP)を満たさない
Sがリプシッツ同相写像を誘導する 対数螺旋
Sが条件 (SSP)を満たす
Sがリプシッツ同相写像を誘導しない 双曲螺旋
Sが条件 (SSP)を満たさない
Sがリプシッツ同相写像を誘導しない
人工的に例を
作ることができる
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